§5. VALOR ABSOLUTO Y VECTORES

Todo estudiante de escuela superior sabe hallar el valor absoluto
de cualquier nimero, sin embargo tiene dificultades al resolver la

ecuacion |z| = 1, le cuesta entender que |z + y| < || + |y| sea
cierto para cualquier par de nimeros x,y y le es més dificil ain
probarlo.

Para entender el valor absoluto, necesitamos entender bien
el concepto. Piense en valor absoluto de un nimero como su
distancia al cero. Pero necesitamos una definicion.

Definicién. FEI valor absoluto de un nimero x es el mismo
nimero x cuando x > 0, de otro modo es el negativo (u
opuesto) de x.

Se simplifica esta definicién escri-biendo

xr st x>0
|x|:{ -z si <0

Queremos decir que asignamos a || lo que aparece a la
derecha, segin sea el caso.
Ejemplo 1. Probar que |— x| = |z|

Comentario: El valor absoluto de un ntmero es igual al
valor absoluto de su negativo. Esto es obvio pero debemos
probarlo. Consideraremos los dos casos de la definicion y
en ambos probaremos la igualdad.

Prueba: Si x =0, —0 = 0 y la igualdad es cierta.

Si > 0 entonces |z| = z y también —z < 0. Para esto
tltimo, la definicién establece que | — x| = —(—x) = z y por
tanto |z| = | — x|.

Queda al cuidado del lector hallar el argumento para el caso
x < 0. [ |

Ejemplo 2. Probar que |z|=1 = x=1 6 z=-1

Comentario: La hipétesis dice que el valor absoluto de x
es 1 y lo que vamos a probar es una disyuncién, es decir,



sucede que * = 1 6 (aquf la disyuncién) z = —1. Como la
definicién de valor absoluto estd4 dada con una disyuncién,
esa disyuncion serd la base de la prueba.

Prueba: Si x es un ntimero real antonces x > 06 x < 0. Si
x > 0, por la definicién de valor absoluto = |x| y por hipdtesis
|x| = 1, por tanto x = 1.

Por otra parte, siz < 0, |x| = —x. Como la hipétesis dice
que |z| =1, tenemos —x = 1, por tanto x = —1 |

Problema. 5.1. Probar que —|z| < z < |z|.

Comentario: Expresiones como “a < b < ¢” son en
realidad dos desigualdades unidas por conjuncién (y,
jand?). Es decir debe probarse independientemente que
—lz] <z yque x <|z|. De nuevo, la definicién es
la base de esta prueba.

Problema. 5.2. Probar que si k > 0,

lz| <k=—-k<z<k

Comentario: Si el lector observa con cuidado, ésta es una
aplicacion directa del problema anterior. Sin embargo, a
fin de reforzar las ideas, puede hacer una prueba usando
la, misma técnica usada en el problema anterior.

Problema. 5.3. Probar que si k > 0,
—k<z<k=|z|<k

Comentario: Los problemas 2 y 3 establecen una equi-
valencia entre ambas proposiciones y eso se expresa como:
Sik>0, |z|]<ksiysdlosi—k<z<k.

Ejemplo 3. Probar que |xy| = |z||y|

Comentario: Al considerar los posibles signos de x y v,
surgen cuatro alternativas que se pueden reducir a tres.
La prueba entonces puede hacerse considerando esos ca-
sos. Mostraremos uno solo y los otros casos quedaran al
cuidado del lector.



Prueba. Caso x > 0,y < 0:

Comox >0 , |x]=2. Comoy <0 , |y|=—y. Por tanto
|z| |y| = x(—y) = —xy. Por otra parte, como xy < 0, usando
directamente la definicién, tenemos |ry| = —zy. Por la asercién
anterior concluimos que |zy| = || |y|. |

Problema. 5.4. Probar que si k > 0, entonces |kz| = k|x|.

xT

Problema. 5.5. Probar que siy #0 [{| = %

Comentario: La condicién y # 0 tiene sélo el objetivo
de asegurar que los cocientes existan.

Problema. 5.6. Probar que |z + y| < |z| + |y|

Comentario: El problema 3 nos da la clave para esta
prueba. Si sabemos que un nimero T estd entre un nu-
mero k y su negativo (—k < x < k) podemos concluir
que |z| < k. Entonces tendriamos que establecer que
r+yestdentre —(lx|+|y]) y (Jz|+ |y]). Useel
problema 1 para establecer este hecho. Redacte la prueba
completa.

Problema. 5.7. [z —y| < |z|+|y|

Problema. 5.8. | |z|—|y|| < |z -—y|

Comentario: De nuevo bastarfa probar que |z| — |y|,
sin barras, se encuentra entre —|z —y| y |x — y| para
lo cual requiere un poquito de ingenio en el uso de los
ejemplos y problemas anteriores. Luego use toda la fuerza
del problema 3.

VECTORES

Un vector de dimensién 3 es una sucesién de tres nimeros reales
(1,2, x3) para los cuales el orden en que aparecen los ntimeros
es importante. El vector (1,2, 3) es diferente del vector (1,3, 2).
Si la sucesién tiene cuatro numeros entonces la dimensién del
vecor es 4 y en general, para un entero positivo n, se define
vectores de dimensién n.



Para representar un vector v de dimensién n (n es un entero
indeterminado pero fijo) se usa cualquiera de las tres notaciones
siguientes equivalentes.

n —
vV = (xlax% ) xn) - (xi)izl - (xl)
Los ntmeros reales x; se llaman componentes del vector.

Hay dos atributos que identifican a un vector: su magni-
tud y su direccién. En caso de 2 6 3 dimensiones, a los vectores
se les representa con flechas y estos atributos son facilmente re-
conocibles. La magnitud es el largo de la flecha y, la direccién,
en dos dimensiones, es la tangente del angulo que hace la flecha
con un eje horizontal positivo, es decir la pendiente. En tres
dimensiones la direccién es el paquete de cosenos directores de
la flecha y ellos hacen un vector particular. Siendo la direcciéon
otro vector, es ficil entonces extender esa nocién a dimensiones
mayores que 3.

Un vector de dos dimensiones v = (21, Z2) representado en
el plano como una flecha puede verse con origen en el origen (0, 0)
y extremo el punto (z1,x2) del plano. En ese caso la magnitud
de v es la distancia del punto (z1,x2) al origen; al igual que
el valor absoluto de un nimero es la distancia de ese ntimero al
origen, sea este positivo o negativo. Por Pitagoras sabemos que

esa distancia es 4/ l‘% + l‘% y por tanto la magnitud del vector v

se define
V| = /2] + 23

Definicién. La magnitud (o médulo) de un vector v =
(x1,T2,...,T,) de dimensién n es :

|v|:\/x%—|—x%—|—...—|—x%:

La raiz cuadrada es siempre no negativa, por tanto lo prime-
ro que podemos decir es que |v| > 0.
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El moédulo de un vector tiene propiedades similares a las de
valor absoluto como se verd en lo ejemplos y problemas.

Problema. 5.9 Probar que | — v| = |v]|

Comenatrio: —v es el negativo del vector v = (x;) y
se define como el vector formado por los negativos de los
componentes: —Vv = (—x;)

Problema. 5.10. Probar que para todo componente x; se
tiene

—|v] < < |v]

Problema. 5.11. Probar que si v = (x;) entonces

b

El producto escalar o producto punto de dos vectores v =
(x1, T2, .., Tn) Yy W = (Y1,Y2,- - -, Yn) se define como u - w =
T1Y1 +x2y2 + - - + TnYn. Entre producto punto y médulos hay
una famosa desigualdad llamada Desigualdad de Cauchy-Schwarz
que establece:

1
< vl
n

v w| < |v][w]

Problema. 5.12 Suponiendo cierta la desigualdad de Cau-
chy-Schwarz probar la desigualdad triangular

v+ wl| < Jvf + w]



